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摘　要：研究单位球上Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间上的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子的紧性，得到结论：有限个具有有界符号的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子
乘积的有限和是一个紧算子，等价于它的Ｂｅｒｅｚｉｎ型变换消失于单位球面。
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　　记 Ｃｎ为 ｎ维复空间，Ｂｎ是其中的开单位球。
令Ｖ是一个正规化 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ体积测度，使得．
Ｖ（Ｂｎ）＝１。单位球上的Ｂｅｒｇｍａｎ空间Ｌ

２
ａ（Ｂｎ）是一

个由满足如下性质的全纯函数所组成的函数空间，

ｆ２ ＝ ∫Ｂｎ ｆ（ｚ）２ｄＶ（ｚ( )）
１
２ ＜＋∞

其中 ｆ是一个单位球上的全纯函数。给定 ｆ，ｇ∈
Ｌ２ａ Ｂ( )

ｎ ，Ｂｅｒｇｍａｎ空间中的内积定义为：

〈ｆ，ｇ〉２ ＝∫Ｂｎｆ（ｚ）ｇ（ｚ）ｄＶ（ｚ）
因为点值泛函ｆ→ｆ（ｚ）在 Ｌ２ａ（Ｂｎ）是连续的，所以

由Ｒｉｅｓｚ定理，记

珘Ｋｚ（ｗ）＝∑
α≥０

（α＋ｎ）！
ｎ！α！

ｚαｗα

为Ｌ２ａ（Ｂｎ）中的再生核，其中

α＝｛α１，α２，…，αｎ｝∈Ｚ
＋，

｜α｜＝α１＋α２＋… ＋αｎ，α！＝α１！α２！…αｎ！

　　Ｓｏｂｏｌｅｖ空间 Ｌ２，１（Ｂｎ）是一个由满足如下性质
的复值函数所组成的函数空间，

ｆ１／２ ＝ ∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎ ｆ

ｚｉ

２
＋ ｆ
ｚｉ

( )２ ｄＶ（ｚ( )）
１
２
＜＋∞
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显然，Ｌ２，１（Ｂｎ）是一个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，它的内积定义
为：

〈ｆ，ｇ〉１
２
＝∑

ｎ

ｉ＝１〈
ｆ
ｚｉ
，
ｇ
ｚｉ〉２＋∑

ｎ

ｉ＝１〈
ｆ
ｚｉ
，
ｇ
ｚｉ〉２，

ｆ，ｇ∈Ｌ２，１（Ｂｎ）
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间 Ｄ２（Ｂｎ）是 Ｌ

２，１（Ｂｎ）的一个子空间，
它由Ｌ２，１（Ｂｎ）中所有无常数项的全纯函数所组成
的。Ｄ２（Ｂｎ）的内积继承于 Ｌ

２，１（Ｂｎ）的内积，具体
为：

〈ｆ，ｇ〉１
２
＝∑

ｎ

ｉ＝１〈
ｆ
ｚｉ
，
ｇ
ｚｉ〉２，ｆ，ｇ∈Ｄ

２（Ｂｎ）

通过简单的计算，Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间 Ｄ２（Ｂｎ）中的再生
核为：

Ｋｚ（ｗ）＝∑
α≥１

（α＋ｎ－１）！
αｎ！α！

ｚαｗα

到目前为止，Ｂｅｒｇｍａｎ空间上的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子的研
究结果已经相当丰富，特别是单位圆盘的情形。在

单位球的情形里，黄昭波［１］研究 Ｂｅｒｇｍａｎ空间
Ｌｐａ（Ｂｎ）上的Ｈａｎｋｅｌ算子和Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子，并证明了
带有界符号的 Ｈａｎｋｅｌ算子，Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子的紧性与
ｐ无关。２００４年，李颂孝等［２］证明了具有 ＢＴ符号
的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子，它是紧的当且仅当它的Ｂｅｒｅｚｉｎ变
换消失于单位球面。

然而，关于Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间的研究，也有一定的
成果。比如卢玉峰等［３］研究了测度符号的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ
算子，并得出了它的有界性和紧性条件。在单位球

的情形里，比如有：曹广福［４］研究了具有连续符

号的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子；曹广福等［５］进一步研究具有有

界符号的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子。
利用文献 ［６］的思想方法，将其中关于 Ｔｏ

ｅｐｌｉｔｚ算子的结果推广到单位球区域上。由于单位
球比单位圆盘拓扑结构复杂，Ｂｅｒｇｍａｎ空间和
Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间再生核的某些性质在单位球面附近只
有等价关系而不是相等关系，不过还是得到相类似

的结论。具体地说，本文主要研究单位球上

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间上的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子的紧性。得到结论：
有限个具有有界符号的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子乘积的有限和
是一个紧算子，等价于它的 Ｂｅｒｅｚｉｎ型变换消失于
单位球面。

与Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子相关的其它算子，如 Ｗｉｅｎｅｒ
Ｈｏｐｆ算子和复合算子，请参考文献 ［７－８］。

１　预备知识
为了证明主要定理，先给出一些预备知识。

引理１　如果 ｇ⊥ Ｄ２，则 ｇｚｉ
⊥ Ｌ２ａ（Ｂｎ），其中

ｉ＝１，２，…，ｎ。
证明　参考文献 ［４］。
在本文里，如果存在两个常数 Ｃ１，Ｃ２，使得当

ｚ→１－时，Ｃ１ ｇ（ｚ）≤ ｆ（ｚ）≤Ｃ２ ｇ（ｚ），则我
们称ｆ和ｇ等价，记为：“ｆ～ｇ”。

引理２　对于任意的ｚ，ｗ∈Ｂｎ〈｛０｝，有

∑
ｎ

ｉ＝１


ｚｉ
Ｋｚ（ｗ）～∑

α≥１

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

ｚαｗα

　　证明　显然｛ｚα｝是Ｂｅｒｇｍａｎ空间中的一组基，

并且 ｚα ２ ＝
ｎ！α！

（ｎ＋ α槡 ）！
。结合引理１，可以得

到

∑
ｎ

ｉ＝１


ｚｉ
Ｋｚ（ｗ）＝〈∑β≥０

β( )＋ｎ！
ｎ！β！

ｚβηβ，

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
α≥０

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

ｗα 
ηｉ
ηα〉

２

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑

α≥１， β≥０

（α＋ｎ－１）！
αｎ！α！

·

（β＋ｎ）！
ｎ！β！

ｚβｗα〈ηβ，αｉηα
－ｅｉ〉２ ＝

∑
α≥１
∑
ｎ

ｉ＝１

αｉ
α
１
ｚ( )
ｉ

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

ｚαｗα

当ｚｉ≠０时，对于每一个α，存在一个常数Ｃ满足

∑
ｎ

ｉ＝１

αｉ
α
１
ｚｉ
≤Ｃ。证毕。

根据引理２，我们记

Ｋ１ｚ（ｗ）＝∑
α≥１

α＋ｎ－( )１！
ｎ！α！

ｚαｗα

为一种辅助核。它有如下的性质：

引理３　对于任意给定的ｚ，ｗ∈Ｂｎ〈｛０｝，有

∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
Ｋ１ｚ（ｗ）＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｚ( )ｉ珘Ｋｚ( )ｗ

以及

Ｋ１ｚ
２
１／２ ＝ ∑

ｎ

ｉ＝１
ｚ( )２ 珘Ｋｚ２２

进一步有∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１


ｚｉ


ｗｊ
Ｋｚ（ｗ）～珘Ｋｚ（ｗ）。

证明　由引理１，

∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
Ｋ１ｚ（ｗ）＝〈∑

ｎ

ｉ＝１


ηｉ
Ｋ１ｚ（η），珘Ｋｚ（η）〉

２

＝

〈∑
ｎ

ｉ＝１


ηｉ∑α≥１

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

ｚαηα，

５７
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∑
β≥０

（β＋ｎ）！
ｎ！β！

ｗβηβ〉
２

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
α≥０

（α＋ｎ）！
ｎ！（α＋ｅｉ）！

（α＋ｎ）！
ｎ！α！

（αｉ＋１）
ｎ！α！

（α＋ｎ）！
ｚα＋ｅｉｗα ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
ｚ( )ｉ ∑

α≥０

（α＋ｎ）！
ｎ！α！

ｚαｗα

进一步结合引理２，得到

∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１


ｚｉ


ｗｊ
Ｋｚ（ｗ）＝ ∑

ｎ

ｉ＝１

αｉ
α
１
ｚ( )
ｉ
∑
ｎ

ｊ＝１


ｗｊ
Ｋ１ｚ（ｗ）＝

∑
ｎ

ｉ＝１

αｉ
α
１
ｚ( )
ｉ

　
　∑
ｎ

ｊ＝１
ｚ( )ｊ珘Ｋｚ（ｗ）～珘Ｋｚ（ｗ）

因此，

Ｋ１ｚ
２
１／２ ＝∑

ｎ

ｉ＝１〈

ｗｉ
Ｋ１ｚ（ｗ），


ｗｉ
Ｋ１ｚ（ｗ）〉

２

＝

∑
ｎ

ｉ＝１〈

ｗｉ∑α≥１

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

ｚαｗα，


ｗｉ∑β≥１

（β＋ｎ－１）！
ｎ！β！

ｚβｗβ〉
２

＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
α， β≥１

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

（β＋ｎ－１）！
ｎ！β！

·

〈αｉｗα
－ｅｉ，βｉｗβ

－ｅｉ〉２ｚαｚβ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
α≥１

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

（α＋ｎ－１）！
ｎ！α！

·

αｉαｉ〈ｗα
－ｅｉ，ｗα－ｅｉ〉２ ｚα ２ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∑
α≥１

（α＋ｎ－１）！
ｎ！（α－ｅｉ）！

ｚα ２ ＝

　
　∑
ｎ

ｉ＝１
ｚ( )２ ∑

α≥０

（α＋ｎ）！
ｎ！α！ ｚα ２

证毕。

接下来，记 ｋ１ｚ（ｗ）＝
Ｋ１ｚ（ｗ）
Ｋ１ｚ １

２

∈ Ｄ２为辅助核

Ｋ１ｚ（ｗ）的正规化。
引理４　对任意非零元ｚ，ｗ∈Ｂｎ，

∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
ｋ１ｚ ～珓ｋｚ

其中珓ｋｚ（ｗ）＝
珘Ｋｚ（ｗ）
珘Ｋｚ ２
。进而，当ｚ→Ｂｎ时，ｋ

１
ｚ→
ｗ
０。

　　证明　根据引理３

∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
ｋ１ｚ ＝

１
Ｋ１ｚ
∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
Ｋ１ｚ ＝

∑ｎ

ｉ＝１
ｚｉ

∑ｎ

ｉ＝１ ｚｉ槡
２

珘Ｋｚ（ｗ）
珘Ｋｚ ２

所以只要ｚ≠０，ｗ≠０，有∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
ｋ１ｚ ～珓ｋｚ。

给定ｆ∈Ｄ２，使得 ｆ１／２ ＝１，则

〈ｆ，ｋ１ｚ〉１／２ ＝∑
ｎ

ｉ＝１〈

ｗｉ
ｆ（ｗ），

ｗｉ
ｋ１ｚ（ｗ）〉

２

～

〈∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
ｆ（ｗ），珓ｋｚ〉

２

由引理１可知∑
ｎ

ｉ＝１


ｗｉ
ｆ（ｗ）∈Ｌ２ａ，又因为在Ｂｅｒｇｍａｎ

空间中，珓ｋｚ弱收敛于０，所以ｋ
１
ｚ→
ｗ
０。证毕。

引理５　给定函数列｛ｆｋ｝Ｄ
２，如果它每一个

元都满足 ｆｋ １／２＝１以及当ｋ→∞时，它弱收敛于

０，则当ｋ→∞时， ｆｋ ２→０。
证明　参考文献 ［３］中的定理５。证毕。
记Ｌ∞（Ｂｎ）为单位球上本性函数空间。定义

Ｌ∞，１（Ｂｎ）＝ ｕ∈Ｌ２，１（Ｂｎ）｜ｕ，
ｕ
ｚｉ
，
ｕ
ｚｉ
∈Ｌ∞（Ｂｎ{ }）

其中ｉ＝１，２，…，ｎ，其上的范数定义为：

ｕ∞，１ ＝ ｍａｘ
ｉ＝１，２，…，ｎ

ｍａｘ ｕ∞，
ｕ
ｚｉ ∞

，
ｕ
ｚｉ

{ }
∞

　　定义１　取ｕ∈Ｌ∞，１（Ｂｎ），Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ空间上Ｔｏ
ｅｐｌｉｔｚ算子Ｔｕ定义为：

Ｔｕｆ（ｚ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎ
（ｕｆ）
ｗｉ

Ｋｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）

其中ｆ∈Ｄ２。

Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子Ｔｕ的Ｂｅｒｅｚｉｎ型变换 Ｔ^ｕ定义为

Ｔ^ｕ（ｚ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎ
（Ｔｕｋ

１
ｚ）（ｗ）
ｗｉ

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）

相应地，取 ｖ∈ Ｌ∞，Ｂｅｒｇｍａｎ空间上 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子
Ｔｖ以及它的Ｂｅｒｅｚｉｎ变换 珘Ｔｖ分别定义为

Ｔｖｆ（ｚ）＝∫
Ｂｎ

（ｖｆ）（ｗ）珘Ｋｚ（ｗ）ｄＶ（ｗ）；

珘Ｔｖ（ｚ）＝∫
Ｂｎ

Ｔｖ珓ｋｚ（ｗ）珓ｋｚ（ｗ）ｄＶ（ｗ）

其中ｆ∈Ｌ２ａ（Ｂｎ）。
引理６　给定 ｕ∈ Ｌ∞，１（Ｂｎ），则 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子

Ｔｕ是一个有界算子。
证明　由Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子的定义以及 Ｋｚ（ｗ）的性

质，可得：对于任意的ｆ，ｇ∈Ｄ２，

〈Ｔｕｆ，ｇ〉１／２ ＝∑
ｎ

ｊ＝１〈

ｚｊ
（Ｔｕｆ）（ｚ），


ｚｊ
ｇ（ｚ）〉

２

＝

∑
ｎ

ｊ＝１〈

ｚｊ〈∑

ｎ

ｉ＝１

（ｕｆ）
ｗｉ

，

ｗｉ
Ｋｚ（ｗ）〉

２

，

ｚｊ
ｇ（ｚ）〉

２

＝

６７
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∑
ｎ

ｉ＝１
∑
ｎ

ｊ＝１〈
（ｕｆ）
ｗｉ

，〈ｚｊｇ（ｚ），

ｗｉ


ｚｊ
Ｋｗ（ｚ）〉

２
〉
２

～

∑
ｎ

ｉ＝１〈
（ｕｆ）
ｗｉ

，
ｇ
ｗｉ〉２ ＝∑

ｎ

ｉ＝１〈ｆ（ｗ）
ｕ
ｗｉ
，
ｇ
ｗｉ〉２＋

∑
ｎ

ｉ＝１〈ｕ（ｗ）
ｆ
ｗｉ
，
ｇ
ｗｉ〉２

因此，存在一个常数Ｃ，使得

〈Ｔｕｆ，ｇ〉１２ ≤Ｃｆ∑
ｎ

ｉ＝１

ｕ
ｗｉ ２∑

ｎ

ｉ＝１

ｇ
ｗｉ ２

＋

Ｃｕ∑
ｎ

ｉ＝１

ｆ
ｗｉ ２∑

ｎ

ｉ＝１

ｇ
ｗｉ ２

≤

Ｃｕ∞，１ ｇ １
２
（ｆ２＋ ｆ１／２）

这表明Ｔｕ是一个有界算子。证毕。

２　主要定理

取ｕｉ，ｊ∈Ｌ∞
，１（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ），定义

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
∏
ｎ

ｊ＝１
Ｔｕｉ，ｊ

　　定理１　下列３个结论是等价的：
（ｉ）Ｓ是一个紧算子；
（ｉｉ）当ｚ→Ｂｎ时， Ｓｋ１ｚ １

２
→０；

（ｉｉｉ）当ｚ→Ｂｎ时，^Ｓ（ｚ）→０。

证明 （ｉ） （ｉｉ）：由引理４可知，ｋ１ｚ→
ｗ
０。所

以如果Ｓ是紧的，那么 Ｓｋ１ｚ １
２
→０。

（ｉｉ） （ｉｉｉ）：结合 Ｂｅｒｅｚｉｎ型变换的定义和
Ｈｌｄｅｒ不等式，有

Ｓ^（ｚ）≤∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎ 

（Ｓｋ１ｚ）（ｗ）
ｗｉ

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）≤

∑
ｎ

ｉ＝１
（∫Ｂｎ 

（Ｓｋ１ｚ）（ｗ）
ｗｉ

２

ｄＶ（ｗ））
１
２·

（∫Ｂｎ 
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

２

ｄＶ（ｗ））
１
２≤ Ｓｋ１ｚ １

２
ｋ１ｚ １

２

因此，一旦 Ｓｋ１ｚ １
２
→０，则有 Ｓ^（ｚ）→０。

（ｉｉｉ） （ｉ）：不失一般性，只需证明 Ｓ＝

∑Ｔｕ１Ｔｕ２这一情形即可。为了方便表述，算子中
的小指标往往省略。

由于结论 （ｉｉｉ）是成立的，所以当ｚ→Ｂｎ时，
我们有

Ｔｕ１Ｔｕ

)

２
（ｚ）＝∑

ｎ

ｉ＝１〈
（Ｔｕ１Ｔｕ２ｋ

１
ｚ）（ｗ）

ｗｉ
，
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ 〉２→０

结合上面的引理，对上式进一步地计算，得到

∑
ｎ

ｉ＝１〈
（Ｔｕ１Ｔｕ２ｋ

１
ｚ）（ｗ）

ｗｉ
，
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ 〉２ ＝

∑
ｎ

ｉ＝１
∫ＢｎＴｕ２ｋ１ｚ

ｕ１
ｗｉ
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１

（Ｔｕ２ｋ
１
ｚ）（ｗ）
ｗｉ

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）～

∑
ｎ

ｉ＝１
∫ＢｎＴｕ２ｋ１ｚ

ｕ１
ｗｉ
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｋ１ｚ

ｕ２
ｗｉ
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）

由于ｋ１ｚ→
ｗ
０，有

∑
ｎ

ｉ＝１
∫ＢｎＴｕ２ｋ１ｚ

ｕ１
ｗｉ
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）≤

Ｔｕ２ｋ
１
ｚ ∞ ｕ１ １

２
ｋ１ｚ １

２
→０；

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｋ１ｚ

ｕ２
ｗｉ
ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）≤

ｕ１ｋ
１
ｚ ∞ ｕ２ １

２
ｋ１ｚ １

２
→０

这表明当 ｚ→１－时，只有

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）

这一项需要分析。事实上，由于结论 （ｉｉｉ）成立，
所以当 ｚ→１－时，可知

∫Ｂｎｕ１ｕ２珓ｋｚ珓ｋｚｄＶ（ｗ）～
∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｋ１ｚ（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）→０

记Ｓ∑∏Ｔｕｉ，ｊ为 Ｂｅｒｇｍａｎ空间上的 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算
子，由文献 ［２，９－１０］中的结论，上式表明 Ｓ
是紧的。

接下来，取函数列｛ｆｋ｝Ｄ
２使得其中的每一

个函数都满足 ｆｋ １／２＝１以及当ｋ→∞时，ｆｋ→
ｗ
０，

这时，有

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎ
（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）

ｗｉ

（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）～

∑
ｎ

ｉ＝１
∫ＢｎＴｕ２ｆｋ

ｕ１
ｗｉ

（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｆｋ

ｕ２
ｗｉ

（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ

（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）

根据引理５，知道Ｔｕ２ｆｋ→
ｗ
０，
ｆｋ
ｗｉ
→
ｗ
０，（ｋ→∞），因

７７
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此，当ｋ→∞时，

∑
ｎ

ｉ＝１
∫ＢｎＴｕ２ｆｋ

ｕ１
ｗｉ

（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）≤

Ｔｕ２ｆｋ ２ ｕ１ １
２
Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ １

２
→０；

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｆｋ

ｕ２
ｗｉ

（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）≤

ｕ１ｆｋ ２ ｕ２ １
２
Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ １

２
→０

继续接着计算

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ

（Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ）（ｗ）
ｗｉ

ｄＶ（ｗ）～

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
Ｔｕ２ｆｋ

ｕ１
ｗｉ
ｄＶ（ｗ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
ｕ１ｆｋ
ｕ２
ｗｉ
ｄＶ（ｗ）＋

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
ｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
ｄＶ（ｗ）

同理，当ｋ→∞时，

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
Ｔｕ２ｆｋ

ｕ１
ｗｉ
ｄＶ（ｗ）→０；

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
ｕ１ｆｋ
ｕ２
ｗｉ
ｄＶ（ｗ）→０

之前，我们已经知道 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ算子 Ｓ（ ∑∏
Ｔｕｉ，ｊ）是一个紧算子，因此，由文献 ［９－１０］，

∑
ｎ

ｉ＝１
∫Ｂｎｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
ｕ１ｕ２

ｆｋ
ｗｉ
ｄＶ（ｗ）→０

总的来说，已经证得

ｌｉｍ
ｋ→∞〈Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ，Ｔｕ１Ｔｕ２ｆｋ〉

１／２

＝０

即Ｓ是一个紧算子。证毕。
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